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1 ,Biirgerliche Vektorrechnung”

Es sei E® der 3-dimensionale Euklidische Raum und V = T(E) der Vektorraum der Translationen
von 2.

- Skalarprodukt: Speziell im R” gibt es z.B.
Vo,w € V: (v,w) := ||v]| - [lw]| - cosp (€ R)
Allgemein gilt fiir ein Skalarprodukt:
1. (v,w) = (w,v) (Symmetrie)
2. (aw,w) = a(v,w) Vea € R (Bilinearitét)
3. (v+v',w) = (v,w) + (v',w) (Bilinearitit)
Es ist ||w]||-cos ¢ die Linge der Projektion von w auf v. Das Skalarprodukt ist positiv orientiert,

und es gilt

d (U;w)=0©fu=00derw:00dercp:§,37”,
o« (ww)=1p? , (w)=0cv=0

¢ Man kann jeden Vektor v # 0 € V schreiben als ||v]| - 7%. Wenn v € V ein Einheitsvek-

lloll
tor ist, dann sind seine Koordinaten ((u,e;), (u,es), (u, e3) = (cos 1, Cos @2, oS p3) mit
22, cos?p; = 1.

- Positiv orientiert: Die Basis a,b, ¢ von T'(E) heisst positiv orientiert, wenn gilt: ,Dreht man
a um weniger als 7 nach b, dann riickt eine mitgedrehte Rechtsschraube in den von ¢ anvisierten
Halbraum vor.”

- Vektorprodukt: Seien a,b € V = T(E?). Dann definiere das Produkt a x b € V wie folgt:

1. a x b ist senkrecht zu a und b
2. |la x bl| = [|all - [[b]| - sin ¢
3. (a,b,a x b) ist positiv orientiert (nur sinnvoll, wenn a, b linear unabhiingig)

Eigenschaften von a x b:

1. axb:0<:>a:60derb:60dercp:0,w
2. ||la x b|| =Fliche des von a, b aufgespannten Parallelogramms

3. bxa=—axbinsbes. axa=0



€1 X €z = e€3, €2 X €3 =¢€1 und€2X€1:—€3 etc.
A-a)xb=A-(axb AeR
ax(b+c)=axb+axc

Koordinatenformel: (ai,az,as) x (81,82, 83) = (a2f3 — asfa, asfi — fza1, a1z — aaPr)

NS o

- Spatprodukt: Auch gemischtes Produkt:
(a,b,¢) :=(a x b,c)

Also ist: | (a,b,¢) |=| (axb,c) |=]| |la x b||-||c]| - cos¢ |=|Volumen des von a, b, ¢ aufgespannten
Parallelotops|
Dabei ist

+Vol. a,b,c pos. orientiert
(a: b, C) = ..
—Vol. a,b,c neg. orientiert

Es gilt also: ((a x b),¢) = (¢ x a,b) ...
_ az P2\ (oa B ar B | bm
((a X B)J’Y) - (a’IB”Y) = (<<a3 ﬁ3) ) (O[3 B3> ) (O[z ,82)) 7(71;’72773)) - gz gi z;

- Grassmann-Identitét:
z=ax(bxc)

Es gilt:

1. x senkrecht zu b X ¢, also z = Ab + uc

2. (z,a) =0= A =71(a,¢) p=7(a,b) fiir ein 7 € R. Es ist also:
=T ((a7 C)b - (a7 b)c) )
wobei 7 auch 1 sein konnte (= a x (b x ¢) = (a,¢) - b— (a,b) - ¢).

- Jacobi-Identitit:
ax(bxe)+bx(exa)+ex(axb)=0

- Lagrange-Identitét:
(a X b,C X d) = (a,c)(b, d) - (a7 d)(b7 C)

- Weitere Identititen:
(axb) x (e¢xd) = (¢,d,a)b— (c¢,d,b)a

(ax b,bx c,c x a) = (a,b,c)?

1.1 Euklidische Vektorriume

- Bilinearform: F :V x V — K mit:

e Flav+ a'v',w) = aF(v,w) + &' F(v',w) und
e F(v,Bw+ B'w) = BF(v,w) + B'F(v,w') Vo,d,8,8 €K, wv,v,w,w €V.

F' ist durch die Matrix ¢ = (F(vi, v;)); ; bestimmt (wenn vy,..., vy eine Basis ist).

- GL,: GL, ={A| A € M, mit A ist reguldr}



1 i=j

0 i#y

- Basistransformation: Ziel ist die Transformation einer Basis {vy,...,v,} in eine neue Basis
{v1,...,vl}, wobei gilt

- Kronecker Symbol §: Fiir das Kroneckersymbol gilt: d;; = {

v = Zitipv; T = (1) € GLn(K)

Es ist also (¢')g,; = Xy, jTikcijTj und damit
¢ =TT

Jede Matrix ¢ € M, (K) definiert bzgl. einer Basis vy, ..., v, eine bilineare Abbildung.
Ausserdem ist
(D10, X7 Bjvg) = X7 iy

das Standard-Skalarprodukt im R”, (z,y) = XP ,;y; mit Matrix E,, = (§;;). Also ist auch
jede Matrix der Form ¢ = T*T mit T € GL,(R) die Matrix eines Skalarproduktes.

- ¢~ c't cund ¢ definieren dieselbe Bilinearform bzgl. zwei Basen < Es gibt eine T' € GL,(K)
mit ¢/ = T*T
~ ist Aquivalenzrelation:

e c~c (c=E!cE,)
ec~c=>d~ec
ec~c ~cd"=>ce~ ("
- Positiv definit: Eine Bilinearform F' : V x V' — R heisst positiv definit, wenn gilt
e F(v,v) >0 VveV und
e Flu,0) =0 (&)= v=0
(Bem.: F(v,0) = F(v,0-w) =0 F(v,w) = 0)

- Skalarprodukt: Eine symmetrische (F(v,w) = F(w,v)) , positiv definite Bilinearform. Jede
Matrix der Form C =TT, T € GL,(R) definiert ein Skalarprodukt!

- Euklidischer Vektorraum: Ein mit einem Skalarprodukt versehener Vektorraum. Z.B. R”

mit herkémmlichem Skalarprodukt und im R?, falls ¢ = (a

b . . .
b c) symmetrisch, positive Diago-

nale und positive Determinante.

1.2 Norm

- Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

(v,w)* < (v,0)(w,w) Vo,weV

(,=" & v,w linear abhingig). Spezialfille: z,y € R" mit Standardskalarprodukt
L. (Ein:lxiyi)z < (2?213312)( i:ly%)
2. f,g:[a,b] = R stetig und [a,b] C R
V=cla,b], (f,9):= [, f(H)g(t)dt
b . b b
([, FOg(t)dt)* < (f, f(t)*dt [, g(t)*dt)

- Norm: Fiir v € V sei ||v|| := /(v,v) € R>¢. Es gilt:



1. ||aw|| =| a | -||v]] YaeRveV

2. [lv+w|? = (+w,v+w) < (|Jv]] + [|w]])?, also:
v+ w|| < |Jv]] + [|w]| (Drelecksunglemhung)

3. v >0, |v|=0cv=0

- Winkel zwischen zwei Vektoren: arccos ”vﬁj”w”

1.3 Orthogonalitét

- Orthogonal: v,w € V heissen orthogonal (v L w), wenn (v, w) = 0 ist.
0 ist zu allen Vektoren orthogonal. Wenn (v,w) = 0 fiir alle w € V, dann ist v = 0, da
(v,0) =pl?=0 <« wv=0

- Orthogonalsystem: Eine Familie von Vektoren vy, vs, ... heisst ein Orthogonalsystem, wenn
v; L (] Vi ;é J
Ein Orthogonalsystem bestehend aus Vektoren # 0 ist linear unabhingig.
Sind V4,...,V, Unterrdume mit V; L V; (i # j), dann ist W = Span(V4,...,V,) =V1®...®
Vp.-
(W = Vi@ ... 8V, bedeutet: jeder Vektor v € W hat eine eindeutige Darstellung v =
vit...+v v €V

- Orthonormalsystem: Ein Orthogonalsystem besteht aus lauter Vektoren v; mit ||v;|| = 1.
Jeder Euklidische Vektorraum V mit dim V' < oo besitzt eine Orthonormalbasis.
Wenn also vy, ..., v, mit C = ((v;,v;)) eine beliebige Basis ist, und e, .. ., e, eine orthogonale
Basis ist, dann hat die Basistransformation gegeben durch T € GL,(R) die Matrix zu dieser
Basis: E,, = ((e;, €;)).
Wenn C' die Matrix eines Skalarproduktes ist, dann gibt es ein T' € GL,(R) mit C = T*T und
umgekehrt.

- Gram-Schmidtsche Orthogonalisierung: Gegeben: linear unabh. System vy, vs,.... Ge-
sucht: Orthogonalsystem wy,ws, ... beides mit Span(vy, ..., v;) = Span(wy,...,w;) Vi.
1. wy:=v # 0

2. Ansatz: v2 = qw; + we mit (wy,w2) = (v, ws) = 0.
(v2,v1) = a - (wi,v1) + (wa,v1) = - (v1,v1)

_ (v2,v1) _ o _ (v2,w1)
also vy = (or01) W1 + wy und we = Vg wrwr)

3. w3 = vz — ayw; — aaws mit (wz,wy) =0, (w3, ws) =0

0=(U3,U}1)—a1(w17w1) = alz%
0= (vs,w2) — az(w2,w2) = = %

Span(v;) = Span(w; ), Span(v;,v2) = Span(ws,ws) mit we # 0, da dim Span(vy, ..., vg) =
dim Span(wy, ..., wg).

Die Matrix T', die durch das Verfahren entsteht ist dreieckig;:

t

1 T dy 0 1 T
C= . ; .
0 1 0 dn 0 1
= (T")!DT' = (VDT")* - (vV/DT")
Beispiel: V' = R[r] Polynome, VR iiber R und (p(t f_l p(t)g(t)dt und V C C°[—1,+1]
mit Basis v = 1,¢,¢2,#3,... nicht orthogonal' Nach Anwendung von Gram—Schmldt ergibt sich
wo =v9 =1, w; =t, wz = t2 , w3 =t — 3¢, ... die sogenannten Legendre-Polynome.



-X1Y: X,)YCV, X orthogonalzu Y (X L Y), wenn (z,y) =0 Ve X,yeY
X 1Y <& Span(X) L Span(Y) mit Span(X) = {Xa;z; | 2; € X}
Beispiel: v = (o, 8) L w = (=8, )
Sind ey, ..., e, orthogonal und v1, ..., v, beliebig mit vy = X2 ;a;re; und A = (ay), dann ist
v1,...,v, orthogonal, wenn A'A = E,,.
Die Matrix A € M, (R) mit A’!A = E,, heisst dann orthogonal, und folgende Aussagen sind
dquivalent fiir A € M, (R):

1. A ist orthogonal.
2. A'A=E,
3. AA' = E,
4. A vermittelt eine Basistransformation zwischen Orthonormalbasen.
5. Die Spalten von A bilden im R™ bzgl. dem Standardskalarprodukt eine Orthonormalbasis.
6. Die Zeilen von A bilden im R™ bzgl. dem Skalarprodukt eine Orthonormalbasis.
- Fourierkoeffizient, Parsevalsche Gleichung: Sei ey, ..., e, eine Orthonormalbasis von V.

Dann ist jeder Vektor v € V' darstellbar als
v=3,(v,e)e; (v, e;) heisst ,Fourierkoeffizient”
und es gilt

lo|I> = =, (v, e;)? ,Parsevalsche Gleichung”

- Fourier-Reihen:
f(z) = ao + 32, a, cos(nz) + Lo, sin(nzx)

mit
1 o 1 2w
an == — (z) cos(nz)dx b= — (z) sin(nz)dz
™ Jo ™ Jo
1 27
ag = E 5 f(.(E)d.’L' bO =0
Es ist:

1. f?(z) integrierbar = [|f — Sn|| = 0
2. f(=) stetig differenzierbar = Sy — f (gleichm. punktweise) konvergent
3. 3 stetige Funktion: Sy(z) ist divergent fiir eine dichte Teilmenge z € X C [0, 27]

1.4 Orthogonale Abbildungen

- Orthogonal:

Eine lineare Abbildung f : V' — V' heisst orthogonal, wenn sie mit den Skalarprodukten
vertraglich ist, d.h. (f(v), f(w))y, = (v,w)y Yv,w € V.
Dabei sind V, V' Euklidische Vektorrdume (, )y, (, )y’ -

Fiir lineare Abbildungen f:V — V' ist diquivalent:

1. f ist orthogonal
2. Aus ||v|| = 1 folgt stets || f(v)|| =1
3. Fiir alle v € V gilt ||v|| = ||f()||



4. Ist eq,...,e, orthogonal in V', dann ist f(e1),..., f(en) orthogonal in V'

Orthogonale Abbildungen f : V — V' sind also injektiv (im R? sind das z.B. immer Drehungen
oder Spiegelungen).
Eine lineare Abbildung f : V — V' ist genau dann orthogonal, wenn sie bzgl. Orthonormalbasen
{e1,...,en},{e}, ... e} durch eine Matrix A € M, ,,, (R) beschrieben wird mit A*A = E,,.
Es sei V = V': Ein Endomorphismus (=lineare Abb. f:V — V) ist genau dann orthogonal, wenn
er bzgl. einer Orthonormalbasis durch eine orthogonale Matrix beschrieben wird (Bsp. V = R!,
V =R2).
Beobachtungen:

1. f,g:V — V orthogonal = fog:V — V orthogonal

2. Id ist orthogonal

3. Wenn f : V — V orthogonal, dann ist f invertierbar und f~! orthogonal
Fazit: G = {f : V — V | f orthogonal} ist eine Gruppe bzgl. der Komposition. Genauso der
Automorphismus Aut(V) = {f : V — V| f linear, bijektiv}. G ist eine Untergruppe von Aut(V).
In der Matrixversion: O(n) = {4 € GL,(R) | A'A = E,}:

1. A,BeO(n) = AB € O(n)

2. E, € O(n)

3. A€ O(n) = A1 € O(n)
Fir A € O(n) gilt:

1. det A =1Id

2. ist A € C ein Eigenwert von A, dann ist | A |=1

1.5 Orthogonales Komplement
- Definition: Sei V' Euklidischer Vektorraum und U < V ein Unterraum, so ist
Ut ={veV|(vu)=0} YuelU
das orthogonale Komplement von U. Es gilt:

U+ ist Unterraum
UnuUt = {0}
UcUH*

Wenn dimU < oo ist, dann ist V = U & U+. Genau dann verdient U+ den Namen
,orthogonales Komplement”.

e Wenn dimV < oo und U < V Unterraum = dim U + dim U+ = dim V und U+ = U.

- Satz von Weierstrafl: f kann man gleichmissig durch Polynome approximieren: Also gibt
es ein g € U mit | f(t) — g(t) |< 35, d-h. es ex. ein Polynom, das nicht orthogonal zu f steht
= Ut = {0}.

D.h. aber auch: dimU 4+ dim U+ # dimV, U @ U+ # V und ULt = OV =V#£U.



- Satz: Sei V Euklidischer Vektorraum und U < V endlichdimensionaler UR. Wenn f: U — V
eine orthogonale Abbildung ist, die U invariant lisst, dann lisst f auch UL invariant. (f lisst
U invariant < U ist f-invariant < f(U) < U).

Wenn f: V — V orthogonal ist, dann sind die Eigenwerte A € C komplex vom Betrag | A |= 1.
Sei v Eigenvektor zu reellen A = ¢ = +1. U = Rv < V 1-dimensionaler f-invarianter UR. U+~ ist

auch f-invariant. Wenn wir Basis vs,. .., v, von UL wihlen, dann wird f durch Matrix (8 2,)
beschrieben. A’ ist wieder orthogonal (f |y1: UL — U? ist orthogonal). Tteriere: dimV < oo
€1 0
erreicht man nach endlich vielen Schritten: 0 mit g; = +1.
o )

A(™) besitzt keine reellen Eigenwerte. A(™ € O(n —m) hat lauter paarweise konjugierte komplexe

Eigenwerte = in R ™) gibt es 2-dimensionale A(™)-invariante Unterriume U.

Also gibt es zu jeder orthogonalen Abbildung f : U — V (dimV = n < o0) eine orthonormale
1

Basis bzgl. derer f durch die Matrix A = mit B; =

B,

By,
(cos o; —sing;

sina;  cosay ), a; € [0,27], a; # 0,# 7, # 2m beschrieben wird.

- Kistchenform einer orthogonalen Abbildung: f : R* — R" sei orthogonale Abbildung
Ay 0

und wird beschrieben durch mit A; = (

0 Ap,
Zu jeder Matrix A € O(n) gibt es eine Matrix B € O(n) mit B*AB =(Kistchenform).

cosa; —sing;
sina; cosq;

- Spezielle Matrix: A € O(n) heisst speziell, wenn det A = 1 gilt.
SO(n) := {A € O(n) | det A = 1} sind die sog. Drehmatrizen.
SO(n) ist eine Untergruppe von O(n). A € SO(3) beschreibt eine Drehung im R® mit
e Drehachse: Eigenraum zum EW+1 (wenn eindeutig bestimmt)
e Drehebene: orthogonales Komplement zur Drehachse

1 0 0
e Drehwinkel: A ist orthogonal konjugiert zu [ 0 cosa —sina |, also
0 sina cosa

SpurA =1+ acosa = cosa = % (Spur(A4) — 1)

und Spur(A4) := X a; mit A = (aij)ij<n-



1.6 TUnitdre Vektorridume

- Hermitesche Form:

Eine Abbildung ® : V x V — C mit v,v',w € V, ¢ € C, und Eigenschaften:
o d(v+ v w)=d(v,w) + P, w)
e B(c-v,w) =c-P(v,w)
o 3(v,w) = B(w,v)
Es gilt:
1. ®(v, —) ist additiv
2. ®(w,c-w) =¢- ®(v,w) (P(—,—) ist also bzgl. R bilinear)
3. ®(v,v) = ®(v,v) also ®(v,v) € R

- Positiv definit: ® heisst positiv definit, wenn ®(v,v) > 0 fiir alle v € V;. ,=0” nur fiir v = 0.

- (Hermitesches) Skalarprodukt: Ein (Hermitesches) Skalarprodukt in einem C-Vektorraum
V ist eine pos. definite Hermitesche Form (,) : V x V — C. Ein unitérer VR ist ein CG-VR mit
einem Skalarprodukt.

(f(v),w) = (v, f*(v)) = (f*(v),v)

- Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung: | (v,w) |?< (v,v) - (w,w), mit ,=” < v,w lin. abh.

Genau wie die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung gilt, bleibt auch die Definition der Norm und der
Orthogonalitit gleich:

- Norm: ||v|| = ||(v,v)|| = v/ (v,v) > 0, reel
- Orthogonalitit: Yo,w eV v lwé& (v,w) =0

Auch sind Orthogonalsysteme linear unabhiingig und das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungs-
verfahren ist anwendbar. Jeder (endlichdimensionale) unitire Vektorraum besitzt eine Ortho-
normalbasis. Ein Basiswechsel von e, ...,e, nach wi,...,w, mit e, = X% ajpw;, 4 = (i),

v; =30 B,e5, B=(f,;) und A= B~ = v;,...,v; orthonormal < B -B= E,.

- Unitér: | A € GL, (C) heisst unitéir, wenn A~! = ' gilt. | Die Matrizen, die eine Orthonor-

malbasis in eine ebensolche transformieren sind genau die unitiren.
Fiir A € GL,(C) sind damit #quivalent

1. A ist unitér
2. Die Zeilen von A bilden in C* bzgl. dem Standardskalarprodukt eine Orthonormalbasis.
3. Die Spalten ebenso.

Auch lisst sich jede Matrix A € GL,(C schreiben als A =(unitiire Matrix)-(obere Dreiecksma-

trix).
A unitéir = |det A |= 1.

Wenn V, W unitire Vektorrdume sind, dann ist eine lineare Abbildung f : V — W unitér,
wenn (f(v), f(v")) = (v,v") fiir alle v,v’ € V.

Damit sind unitdre Abb. injektiv und lineare Abb. genau dann unitir, wenn sie bzgl. einer
Orthonormalbasis durch eine unitdre Matrix beschrieben werden kénnen und die Komposition
unitdrer Abbildungen wieder unitir ist.




- Spezielle unitire Gruppen: U(n) = {A € GL,(C) | A unitir} ist eine Gruppe bzgl. der
Matrixmultiplikation.
SU(n) ={A € U(n) | det A =1} ist eine spezielle unitire Gruppe.
Auch hier haben die Eigenwerte A € C einer unitidren Abbildung f : V' x V alle Betrag | A |= 1.

- Orthogonales Komplement: Sei U <V, U+ :={v eV | (v,u) =0 Vue€ U}, dann ist:

e UNU™* = {0}
e UCUH*
o dimU<oo=V=UqUt

Wenn f : V — V eine unitiire Selbstabbildung ist und U < V ein UR mit F(U) C U und
dimV < oo, dann ist f(U+) C U*L.

Sei dim V' < oco. Dann gibt es zu jeder unitdren Selbstabbildung f : V — V eine Orthonormalbasis
bestehend aus Eigenvektoren von f (f ist diagonalisierbar, genauer: unitir diagonalisierbar).

— C € M, (C) definiert genau dann ein Skalarprodukt, wenn C' = A*4A mit A € GL,(C).

1.7 Adjungierte Abbildungen

K sei entweder R oder C, V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt.

- Funktional:

Eine lineare Abbildung f : v — K, wobei jeder Vektor v € V ein solches f, : V — K mit
fo(w) := (w,v) definiert. Die Linearitéit bedeutet, dass f,(aw + fw') = af,(w) + Bf, (w') gilt.

Ist dimV < oo, dann gibt es zu jedem linearen Funktional f : V — K einen eindeutig be-
stimmten Vektor v € V mit f = f,, f(w) = (w,v) YweV.

- Adjungierte Abbildung:

f*: W — V heisst die zu f: V — W adjungierte Abbildung und es gilt:
o (f(v),w) = (v, f*(w))
o fr=f
o Kerf* = f(V)*
o [*(W) = (Kerf)*
o f injektiv = f* surjektiv
f surjektiv = f* injektiv
f Isomorphismus = f* Isomorphismus
s (f+9)=f"+g
(af)r =af*
* (gof)*=froyg
Sei A € M,,,,, (K) die Matrix, die f : V' — W bzgl. Orthonormalbasen beschreibt. Dann wird

f*: W — V bagl. dieser Basen durch B = A' beschrieben.
Wenn x¢(z) das char. Polynom von f : V — V ist, dann ist xs-(z) = X7(z). Insbesondere

gilt: det f* = det f und Spur(f*) = Spur(f) und f und f* haben konjugierte Eigenwerte.

2 Lineare Selbstabbildungen eines unitiren Vektorraums

Sei V=endlich dim. Vektorraum iiber C mit Skalarprodukt End(V') = {f : V' — V,linear} (lineare
Selbstabbildung), V = C" mit Skalarprodukt (a, 8) := ’B. V bel.; sei v, ..., v, Orthonormalbasis
und die Koordinatenabbildung ® : V' — C*;v — a mit v = I, a;v;.



w = Shwi, (v,w) = (B, BBjv;) = Tijeif (vi,v5) = (@, B) = (B(v), (W) -
——r
8ij
Also ist @ : V' — C" ein unitérer Isomorphismus (er respektiert das Skalarprodukt):

Vo~ R2n End(V) & M, (C)
— (Re(a),Im(a)) a= Re(a)+i-Im(a)
———— ——r

€Rn €Rn

2.1 Norm einer linearen Selbstabbildung

Sei f:V — Vund |[v]| =+/(v,v), |a;|*= Re(a;)? + Im(a;)?.
- Einheitssphire:
S=eVlll=1}={aeC |TL,|a’=1} = {8 B | T, 5 = 1} = 52~
Diese Menge ist kompakt.
- Einheitsball:

B={veV||u|<1}=..={feR"|Z¥ 5 <1} =B
Diese Menge ist kompakt.

- Kompakte Mengen: Aus der Analysis wissen wir: Wenn F' : R2” — R eine stetige Abbildung
ist und C C R?" eine kompakte Teilmenge, dann gilt:

1. F(C) ist beschrénkt, F(C) C [a,b], a,b € R. Allgemeiner: stetige Abbildungen bilden
kompakte Mengen auf kompakte Mengen ab.
2. sup F(C) wird angenommen; d.h. J¢g € C': F(cg) = sup F(C) (= max{F(C)})

Wenn ausserdem C' zusammenhingend (Wegzsh.) ist, dann auch F(C), d.h. F(C) ist = [a, b].

- Norm: ||f[| := supj, =1 [|f(v)|| ist eine reelle Zahl > 0 und es gibt ein vy € S mit ||f|| =

o)l
veV, v;é0:> IIZ_H € S;.

Ausserdem (i [|70)| = £l < 1Al also | @) < 1711 - llell, Vo € V und auch [|£] = sup, g |21
Die Norm besitzt folgende Eigenschaften (Vf,g:V — V,a € C):

o [fl=0&f=0
o lF +gll < NIA+llgll
o llefll=lalfl

fogll <IIfIl- gl
11l = maxyy—1,jjwj=1 I(f(v), )]

Fiir alle f : V.= V gilt || f*[| = [|f]| und [|f*f]| = [I£]]*.

2.2 Wertevorrat

- Wertevorrat: Sei f:V — V, dann ist der Wertevorrat von f

W(f) ={(f(v),0) [ lv]| =1} € C

mit den folgenden Eigenschaften:
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1. W(f) ist kompakt
2. Wenn v : V' — V unitér ist, dann ist W (u* fu) = W(f)
3. Ist a,3 € C, dann ist W(af+8-Id) =a-W(f)+8

dimV =2, f : V — V linear = W(f) =Ellipse mit Eigenwerten A;, A von f in den Brenn-
punkten.

- Konvextét: Sei V ein R-Vektorraum. Eine Teilmenge M C V heisst konvex, wenn mit v, w €
M auch die Verbindungsstrecke {tv + (1 —t)w | 0 <t < 1} in M ist.

- Satz von Hausdorff: W (f) ist konvex ~» W (f) enthilt immer die EW von f.

- Sétze: Die Ecken auf dem Rand von W (f) sind Eigenwerte.
Wenn A ein Eigenwert auf dem Rand von W(f) ist, dann ist das orthogonale Komplement des
Eigenraums E\(f) <V, also Ex(f)* f-invariant. Also ist V = E\(f) @ Ex(f)* f-invariant.

2.3 Selbstadjungierte lineare Abbildungen f:V — V

- Selbstadjungierte Abbildungen:

f V. = V heisst selbstadjungiert, wenn f* = f und f* : V — V mit (f(v),w) =
(v, f*(w)) VYv,w eV gilt.

Wird f bzgl. einer Orthnormalbasis durch die Matrix A € M"(C) beschrieben, dann wird
f* bzgl. eben dieser Basis durch A’ beschrieben. Selbstadjungierte Abbildungen f:V — V

werden also bzgl. Orthonormalbasen durch Matrix A mit A = A" beschrieben (Hermitesche
Matrix).

v#0 fw)=x (f),w)= <f(v),v), also (f(v),v) € R, also W(f) C R = Eigenwerte
reell. Ist f : V — V selbstadj., dann

= Eigenwerte von f sind reell

= [Ifll = supjy<1 | (f(v),0) |
= ||f|| oder —||f]|| sind Eigenwerte

= ist U < V ist f-invariant, dann auch U+

- Hauptsatz: Zu jeder selbstadjungierten Abbildung f : V — V gibt es eine Orthonormalbasis
bestehend aus Eigenvektoren € R.

- Hermitesche Matrix: Jede Hermitesche Matrix ist diagonalisierbar, d.h. A € M, (C) mit
0
A" = A, dann gibt es eine Menge U € U(n) (U' = U~1) mit U~ LAU = reell.

0 .
Eine lineare Selbstabbildung f : V — V ist genau dann selbstadjungiert, wenn W (f) C R.
Ist f selbstadjungiert und A\; > Ay > ... > ), die (reellen) Eigenwerte von f, dann ist
W(Hn M] CR

- Minimax-Prinzip von Courant: Sei f selbstadjungiert. A\; > Ao > ... > A, alle Eigenwerte
mit ihren Vielfachheiten aufgefiihrt.
V1,...,0p sei die Orthonormalbasis mit f(v;) = \v;.
Fiir jeden Unterraum U <V mit dimU = n—k+1 gilt A\, < max{(f(u),u) |u € U} =: W(f |
U) und W(f) = {E?Zl)wtz | Et, = 1} und Ak = minUSV max(f | U), dlmU =n— k + 1.
Eine Anwendung ist:
Sei A € M, (C) und Hermitesche Eigenwerte A; < ... < A,,.
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und A’ € M}, (C) Eigenwerte A} >\, > ... > Al ;.

Dann gilt Ay > M, > A > XN, > ... > N, > A,

2.4 Normale Abbildungen

f:V =V, Vist ein G-Vektorraum, dim V = n < oo mit Skalarprodukt.

- Normale Abbildungen:
‘ Eine lineare Abbildung f : V — V heisst normal, wenn ff* = f*f gilt.
Beispiele:

o f selbstadjungiert, f* = f
o f unitdr, f* = f!
e f:V — V mit V hat orthonormale Basis aus Eigenvektoren
f =01 +1ig2 (g; selbstadj.) ist genau dann normal, wenn g; und g» kommutieren.

Zwei selbstadj. Abbildungen g; : V' — V kommutieren genau dann, wenn es fiir sie simultan
eine Basis aus Eigenvektoren gibt.

- Konvex-Linearkombination: Sei V ein R-Vektorraum und vy,...,v; € V. Eine Konvex —
Linearkombination von vy, ..., v, ist ein Ausdruck

¥ = lktivi mit t; € R, ¢; >0, Ei-c:lzi =1.

Die Menge aller Konvex-Linearkombinationen von vy, . . . , v beschreibt eine konvexe Teilmenge
von V. Dies ist die kleinste konvexe Menge, die vy, ..., v enthilt (=konvexe Hiille).

Wenn also f : V — V eine normale Abbildung ist, dann ist W(f) =, die konvexe Hiille der
Eigenwerte von f”={Konvex-Linearkomb. der EW von f}, und W(f) =Polyeder mit n Ecken.

2.5 Postive selbstadjungierte Abbildungen

Seien f,g:V — V selbstadjungiert.

- Positiv Selbstadjungierte Abbildungen:
£ > g, wenn (f(v),0) > (g(v),0) weV
f>g, wenn (f(v),v) > (9(v),v) Yo € V,v #0

Also:

e f>0,wenn (f(v),v) >0V eV
e £>0,wenn (f(v),v) >0VveV,0#£0

Fiir Orthonormalbasis v1,...,v, € V mit f(v;) = \jv;, \; Eigenwert gilt:

>0 X>0
f>20&X2>0

Die folgenden Aussagen sind fquivalent fiir eine selbstadj. Abbildung f : V — V, die bzgl. einer

Orthonormalbasis durch die Matrix A € M, (C) beschrieben wird (At = A):

e f>0
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e Fiir alle 1 < i; < ... < < n entsteht aus A durch Weglassen der i;-ten,. .., igx-ten Zeilen
und Spalten eine Matrix mit positiver Determinante.
a11 ..o O1p
e Firalle k=1,...,nist det | : : > 0.

Apl ... Opn

- Satz: Sei f: V — V selbstadj. mit f > 0. Sei m € N.

1. Dann gibt es eine selbstadj. Abb. g : V = V mit ¢" = f und ¢ > 0

2. g ist eindeutig bestimmt

3. Wenn h : V — V lineare Abb. ist mit hf = fh, dann gilt auch hg = gh ( C(f) = {h :
V =V | hf = fh} ,Zentralisator”: C(f) = C(g))

Sei V ein unendlichdimensionaler Vekotrraum tiber bel. Koérper K; ¢ : V. — V eine diagonali-
sierbare und 9 : V. — V eine bel. lin. Abb. Dann gilt:

ey =19y <& Die Eigenrdume von ¢ sind t-invariant.

- Polarzerlegung: Jede lineare Abbildung lisst sich schreiben als f = u o s mit u unitir und s
selbstadj. und s > 0.
s ist eindeutig bestimmt mit s = /f*f. Wenn f invertierbar ist, dann ist s > 0 (invertierbar)
also auch v = fs~! eindeutig.
f normal & us = su.
Sei f,g : V — V linear mit ||f(v)|| = ||g(v)|| Vv € V. Dann gibt es eine unitire Abbildung
w:V =V mit f =ug.

2.6 Etwas konvexe Geometrie und Anwendungen auf W(f)

- Konvex: Definition

1. M C R” heisst konvex, wenn mit z,y € M auch die Verbindungslinie [z, y] := {(1 —t)z +
ty |t €[0,1]} C M ist.

2. Eine Konvexlinearkombination von 1, ...,z € R" ist jeder Ausdruck Xt¢;x; mit ¢; > 0,
t; = 1.

3. Ist M C R" bel. und konv(M) := {E¥_ t;z; | t; > 0,%t; = 1Va; € M }=konvexe Hiille
von M in R™.

Es ist konv(M) die kleinste konvexe Menge, die M enthiilt.

- Halbraum: H C R" heisst (abg.) Halbraum, wenn es ein lineares Funktional f : R* — R und
ein # € Rmit H = {z € R" | f(z) + 3 > 0}.

- Satz von Hansdorff: Sei V unitdrer VR mit dimV =n < oo, f : V — V. Dann ist W(f) =
{(f(v),v) | ||v|| = 1} konvex.

- Satz: Jede Ecke W(f) ist ein Eigenwert von f.

- Trennungssatz: Es sei K C R™ abgeschlossen und konvex. Sei z € R®,z # K. Dann gibt es
einen Halbraum H C R” mit K C H,z ¢ H (d.h. RdH trennt K von z).

- Corollar: Jede abgeschlossene konvexe Menge ist Durchschnitt von Halbriumen.
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- Stiitzhyperebenen: Der Rand einer abgeschlossenen konvexen Menge K C R” ist RAK =
{z € k| z ist Hiufungspunkt des Komplements R"* — K}.
Sei K konvex und abgeschlossen und zy € RAK. Eine Stiitzhyperebene in xy von K ist eine
Hyperebene L mit o € L, L = RdH eines Halbraumes H mit K C H.
Eine abgeschlossene konvexe Menge besitzt in jedem Randpunkt eine Stiitzhyperebene.
Wenn A Eigenwert von f und A € RAW(f), dann ist Ex(f) = Ex(f*). (Wenn E\(f) = Ex(f*),
dann ist Ey(f) f-invariant)

3 Quadratische Formen

3.1 Bilinearformen und Quadratische Formen

Essei @ : V x V — K eine Bilinearform, wobei V' ein VR iiber Kérper K ist und dimV =n < oo.
Dann ist Q(v) := ®(v,v) die zu ® gehorige quadratische Form.

Wenn in K 1+ 1 # 0 gilt, dann gibt es zu jeder quadratischen Form @ : V' — K genau eine
symmetrische Bilinearform ¥ : V x V — K mit Q(v) = ¥(v,v).

Man kann @ aus ® zuriickgewinnen, wenn ® eine symmetrische Bilinearform ist. Dann ist ndmlich

(v, w) = %(Q(v +w)— Q) — Q) ,falls1+1#£0in K

3.2 Kilassifikation der symmetrischen Bilinearformen

- Primkérper: K beliebiger Korper. Ko ={m-1|m € Z},alsom-1:=1+1+...+1.
Sei p € N die kleinste natiirliche Zahl mit p-1 =0 und

m-1=(w-p+r)-1=up-1+r-1=r-1 YueZ,0<r<p
dh. Ko ={0,1,1+1,...,(p—=1)-1} | Ko|=p.

- Charakteristik: Es ist p =Charakteristik von K. Wenn m -1 # 0 fiir alle m € N, dann nennt
man 0 :=charK.
charQ, charR, charC, ...=0.
charlF, = p, wobei [, der Kérper mit p Elementen bestehend aus allen Restklassen von ganzen
Zahlen mod p.

F, ={[0), [1],-..,[p - 1]} [k] := k + pZ
F, - K [k] — k-1 liefert einen Isomorphismus:
F, — Ky (Bijektion, vertriiglich mit + und -)

Ky ist Unterkorper von K:

(m-1)x(n-1)=(m=xn)-1
(m-1)-(n-1)=(m-n)-1
Zu einer symmetrischen Bilinearform @ : V x V' — K gibt es immer eine Basis vy, ...,v, von
V mit ®(v;,v;) =0 fiir § # 3.
Also: Ist ein Korper mit charK # 2, dann gibt es zu jeder quadratischen Form @ : V — K
eine Basis v1,...,v,, so dass () beschrieben wird als

v =37 0;0; QW) = E?Zld,-af

wobei dz = Q(’Uz)
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- Eigenschaften: 1. Uber C gibt es zu jeder quadratischen Form Q : V — C eine Basis
V1y...,Up mit v = Tav; & Q) =X7_af (0<r <n).

(2

2. K = R In R sind alle r > 0 Quadrate und alle r < 0 Nichtquadrate. Und jedes
Nichtquadrat a € R ist a = (—1) - b

(ﬁ(viyvj) = a17a27---7a7‘7a7“+17"'JaT+3707"'70
N g N -~ >

>0 <0

mit geeigneten Quadraten multipliziert.

1,...,1,-1,...,-1,0,...,0
—_——t ————

T 8

Uber K = R gibt es also eine Basis vy,...,v, in V, so dass V = Y2 o4v; und Q(v) =

T 2 r+s 2
Yo =10

3. K=Q Jederat. Zahl a > 0 hat eine eindeutige ,Primfaktorzerlegung” a = p;-...-pg

mit 7y mal p; ... mg-mal p;, wobei die p; paarweise verschiedene Primzahlen sind und
m; € 7.

a ist genau dann ein Quadrat, wenn alle m; gerade sind. Jedes a > 0 hat also eine
Zerlegung:

a=b"-q... q,

wobei die ¢; diejenigen p; in der Primfaktorenzerlegung sind, die ungerades m; haben.
Sei also S = {pip2...pr | pi # p; prim,i # j} ,quadratfreie Zahlen” mit 1 € S und k > 0.
Dann ist jedes a € Q auf eindeutige Weise darstellbar als a = +b? - s mit s € S.

4. Sei K ein endlicher Korper, Ko < K und Ko ={m-1|m € Z} mit | Ky |= p ,Primfak-
tor”.
K kann man als Vektorraum iiber Ky auffassen. | K |< oo = dimg, K = n < oo.
K =2yg K also | K |=p".
Sei ¢ : K — K, ¢(a) = a®.
Ist ¢ injektiv? ¢(a) = ¢(b), d.h. a® = b*:

2 _ 12 _
a==xb< {a —r=0
(a—Db)(a+b)=0
Wenn charK = 2, dann ist ¢ injektiv, surjektiv und jedes Element ein Quadrat.
Es gilt charK = p > 2 und a # —a fiir alle a # 0. ¢ wirft je 2 Elemente auf ein und
dasselbe = in K gibt es genau ”nz_ L Quadrate # 0 und ”n;l Nichtquadrate # 0.
Sei ¢ € K Nichtquadrat = a? - ¢ auch Nichtquadrat (a?c = b? = € = (a71b)?).

E, 0
0 0
Zwei solche Matrizen sind in&quivalent, denn bei der Transformation A — T!AT bleibt der

Rang unveréndert (wenn T regulir, dann RangA=RangAT etc.). Rang( Lf)r 8 ) -

- Corollar: In jeder Aquivalenzklassen von M, (C) gibt es eine Matrix der Form

- Satz: Der Rang der Gramschen Matrix von & ist unabhiingig von der Basiswahl, und iiber C

gibt es zu jedem r = 0,1,...,n genau eine symmetrische Bilinearform vom Rang r - bis auf
Aquivalenz.

E; 0 0
Jede Matrix A € M, (R) ist also dquivalent zu einer Matrix der Form | 0 —E,._4 0

0 0 0

- Trigheitssatz von Sylvester: Der Trigheitsindex ¢ ist durch @ eindeutig bestimmt (unabh.
von der Basis vy, ...,v,), wobei r der Rang® ist.
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Wir wissen, dass jede symmetrische Matrix A € M, (R) ist orthogonal diagonalisierbar, d.h.
AL 0

U € O(n) mit U"TAU = , A\ € R, U™l = U(t) mit Trigheitsindex=Anzahl i
0 An

mit \; > 0.

- Corollar: Wenn B = T* AT mit T' € GL,(R), dann haben A und B gleichviel pos. Eigenwerte
(mit Vielfachheit zu zdhlen).

- Definitheiten: @ : V x V — R heisst:

o Positiv definit: »(®) =n, t(P) =n
Negativ definit: 7(®) =n, t¢(®) =0
Positiv semidefinit: 7(®) < n, t(®) = r(P)
Negativ semidefinit: »(®) < n, t(®) =0
Indefinit: ¢(®) # 0, t(P) # r(P)

3.3 Bilinearformen in einem Euklidischen Vektorraum

Es sei K = R und V ein VR iiber R versehen mit Skalarprodukt dimg V = n < o0.

Sei @ : V xV — R bilinear und sei v € V gegeben mit f, = ®(—,v) : V — R linear (,lineares
Funktional”). Zu jedem linearen Funktional f : V — R gibt es einen eindeutig bestimmtes
v eV mit f=(—,v)und V - R Zuwv € V gibt es also ein eindeutig bestimmtes v' € V mit
(=) :V =R

Damit wird die Abbildung g : V — V, g(v) = v’ definiert, so dass gilt

(w,v) = (w,g(v)) Yo,weV
Es gilt:
1. g: V = V ist linear

2. g ist selbstadjungiert < & ist symmetrisch

- Hauptachsentransformation: In einem Euklidischen Vektorraum V, dimV = n < oo gibt
es zu jeder symmetrischen Bilinearform ® : V x V' — R eine orthonormale Basis ey, ..., e, mit
B (e, e;) = 0;A; mit A; € R (EW von g)

- Corollar: In einem reellen Vektorraum kann man zu zwei quadratischen Formen @Q; : V — R,
Q2 : V — R, von denen )y positiv definit ist, eine Basis finden, so dass @1 und @ ,,simultan-
diagonal” sind, d.h. Q1(v) = Za?, Q2(v) = ZX\;a?, v = Ta,v;.

3.4 Flichen zweiter Ordnung im affinen Raum

Ein affiner Raum A ist eine Menge A zusammen mit einem K-Vektorraum V und einer Abbildung
AxAV : (P,Q) — PQ €V, so dass gilt

1. PO+ QB = PR fiir alle P,Q, R
2. Fiir jedes feste P € A ist A — V : Q ~ PO eine Bijektion.

- Koordinatensystem: Ein Koordinatensystem ist definiert durch
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e Wahl eines Basispunktes 0 € A

e Wahl einer Basis vg,...,v, von V

- Flache 2. Ordnung: F' C A heisst Fliche 2. Ordnung, wenn F' gegeben ist durch eine sym-
metrische Matrix A € M, (K), b € K™ und ein ¢ € K, so dass die Koordinaten der Punkte in
F 2zt Az = 2b'z + ¢ = 0 erfiillen.

——

Q(z,y)
Diese Definition hiingt nicht ab von einem speziellen Koordinatensystem.

4 Etwas multilineare Algebra

4.1 Induzierte Abbildungen

Es seien v,w K-Vektorrdume. Hom(W,W) = {f : V — W | f linear}. f,g € Hom(V,W) ist ein
K-Vektorraum.
(f+9)w) = fv) +9(v),  (a-f)v):=af(v)

ist o : W — W', dann induziert ¢ eine Abb. ¢, : Hom(V, W) — Hom(V, W'), so daBl p.(f) = po f

H ! : !
und damit VI)WﬁW , wobei V. (f )W .
Nach Basiswahl ¢ e & € M, 1, (K), f ~ A € My (K) mit @, : A ~> ®A. Es herrscht Linearitéit:
®(aA + B) = adA + 3PB.
Analog induziert ¢ : V' — V eine lineare Abbildung und ¢* : Hom(V, W) — Hom(V', W) mit
e*(f)=foep.

4.2 Der Dualraum

Spezialfall W = K, V* = Hom(V, K). Eine lineare Abbildung f : V — K heisst auch ,,Linear-
form” oder ,,Lineares Funktional”. V* ist der zu V duale Vektorraum.
Jede lineare Abbildung ¢ : V' — W induziert eine lineare Abbildung ¢* : W* — V*.

- Evalutaionsabbildung: ® : V* x V — K mit ¢(f,v) := f(v) und v € V,f € V*. ® ist
bilinear.
Jede bilineare Abbildung ¢ : W x V' — K (Bilinearform) liefert 2 lineare Abbildungen

T W oV U(w):=%(w,—): VoK
Ty : Vo W Uy(v) i=F(—,0): W > K

- Nicht ausgeartet: ¥ heisst nicht ausgeartet, wenn ¥y, ¥, injektiv sind.
Wenn dim V, dim W endlich sind, dann folgt aus ,,nicht ausgeartet”, dass ¥y, ¥5 Isomorphismen
sind. Wenn dim V' endlich ist, dann ist dim V* = dim V.

- Duale Basis: fi,..., f, heisst die zu vy, ..., v, duale Basis.

- Satz: Die Evaluationsabbildung ® : V* x V — K ist eine nicht ausgeartete Bilinearform.
Ist dim V,dim W endlich und ¥ : W x V — K eine beliebige nicht ausgeartete Bilinearform,
dann ist ¥y : W »— V* ein Isomorphismus.
Wenn dimV < oo ist, dann ist &5 : V — V** ein Isomorphismus (®; = Idy.). (Do ist
kanonischer Isomorphismus - im Gegensatz zu V = V*).
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4.3 Dualitit

Sei V' ein Vektorraum iiber K. V* = Hom(V,K). ¢ : V — V' induziert eine lineare Abbildung
e (V) 5V Esist U<V ~ULt={feV*| fU)=0}.
Diese Abbildung besitzt die folgenden Eigenschaften:

1. U+t ist Unterraum von V*

2.U, CU, = UfDUS

3. (Ul + UQ)J_ = UlJ‘ n Urj‘

4. (U1 +Ux)* C (U1 NUL)*

Ist dim V < oo, dann sogar Ui + Ut = (Uy NUy)* .
Ist dim V' < 00, dann gilt fiir alle Unterrume U < V:

dimU + dim U+ = dim V
Fir W < V*setze WI = {v € V | f(v) =0 Vf € W} (anti-orthogonal) mit & : V* x V — K :
®(f,v) = f(v):
1. W7 ist Unterraum von V
2. Wi CWy, = WLDOWSL
3. W+ W)t =W nwi so dass gilt

v E (Wl +W2)T [=+4 f(’l)) =0 Vf e Wi + Wy @fl(’l}) = O,fg(’U) =0 Vfl € Wl,fz € W
4. W1T+W2T§ (WlﬂWQ)T

Ist dim V < oo, dann gilt sogar: Wi + Wl = (W nW,)T.
Ist dim V' < oo, dann gilt fiir alle U <V und alle W < V*, dass (U+)? = U und (WT)Lt =W.
@ :V = V linear ~ ¢* : V" — V* mit

e ¢ injektiv = * surjektiv

o ¢ surjektiv = ¢* injektiv

(ULH)T = U gilt auch fiir dimV = oo

4.4 Tensorprodukt

Sei B:V x W — X eine bilineare Abbildung, V, W, X K-VR.
Ist ¢ : X —» Y eine lineare Abbildung, dann ist po 3:V x W — X — Y wieder bilinear.
Problem: Gibt es universelle bilineare Abb. V x W — T — X?

- Tensorprodukt: Das Tensorprodukt der Vektorrdume V, W ist ein Vektorram 7" zusammen
mit einer bilinearen Abbildung 7: V x W — T, so dass gilt:
Zu jeder bilinearen Abb. f: V x W — X gibt es genau eine lineare Abb. ¢ : T — X mit
B=ypor.
Das Tensorprodukt (T, 7) existiert und ist bis auf natiirliche Aquivalenz eindeutig.
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4.5 Aussere Potenzen

Sei V ® V =, Tensorquadrat” mit 7 : V.xV = V@V und U = span(v ® v | v € V), wobei
VAV : =V @V/U. Beobachtungen:

1. a:Vx VLV ® VE)V AV mit m=kan. Projektion.
a:VxB-SVAV a = 77 bilinear!

2. v,weV av,w) =vAW
v AW ist der von v ® w reprisentierte affine UR von V ® V' zu U und es gilt:

e (V+V)Aw=vAw+v Aw
s vA(wtw)=vAw+vAw
e k-yAw=k(vAw)=vAkw VkeK

- Alternierend: Sei §:V x V — W bilinear. 8 heisst alternierend, wenn S(v,v) =0 Vv e V.
Also gibt es zu jeder alterniernden bilinearen Abb. 8 :V x V — W genau eine lineare Abb.
U: VAV - W mit $a = 4.

- p-te Aussere Potenz: APV := @PV/U mit
U :=span{v; ® v ® ... ®vp | v; € V,TPaar i # j mit v; =v;}
und v1 Ava AL AV =01 Q... Q V).

- Alternierende Aussere Potenz: § : V? — W heisst alternierend, wenn [ p-linear ist und
B(v1,...,vp) =0, wenn v; = v; fiir ein ¢ # j.
Zu jeder alternierenden Abbildung 8 : VP — W gibt es genau eine lineare Abbildung ¥ :
APV — W mit a: V — APV.

- Satz: Wenn ey, ...,e, eine Basis von V' ist, dannist {e;, A...Ae;, |1 < iy <y <...<ip <n}
eine Basis von APW. Insbesondere gilt:

p>n => ANPV=0 p=n=>AN"VZK

- Dimension der #usseren Potenz: p=0, A’V :=K, dimAPV = (Z)

- Algebra: Ein Vektorraum A, der auch ein Ring (meist mit 1 € A) ist, wobei die Ringmult.
bilinear ist: K — A: k— k-1 (K erscheint als Unterkérper der Algebra A).

- Produkt: (Vi A...Avp)- (Wi A...Awg) :=v1 A...Avp Awi A...Awy (=0, falls p+¢ > n)
Vi,...,VUp € V ist linear unabh. & vy A...Av, #0

- Satz: Ausser R,C,H gibt es keine weiteren endlichdimensionalen Divisionsalgebren iiber R.

5 Fragen

5.1 Lineare Algebra II

e Normalformen von Matrizen
e Korper mit 9 Elementen

e Elementare Zeilen-/Spalten-Transformationen — Elementarmatrizen (wie sehen die aus) —
diagonalmatrizen als Reprisentanten fiir bel. Matrizen, wenn Zeilen-/Spalten-Transformationen
zugelassen (anmultiplizieren von Elementarmatrizen von rehts bzw. links)
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Matrizen von HOM(V, W) im Vergleich zu Matrizen in END(V)
Zusammenhang hom. und inhomogene lineare Gleichungssysteme? (Affine Unterriume)

Was bedeutet die Unlosbarkeit eines linearen Gleichungssystems geometrisch gesehen? (Bsp.
2 Gleichungen mit n Unbekannten)

Dimension eines Vektorraums? (dimV = n gibt es n+ 1 lin. unabh. Vektoren? Wie ermittels
man lin. unabh. Vektoren? Rangbestimmung durch elementare Zeilenumformungen? Zeilen-
rang=Spaltenrang? Ist die Determinante geeignet zur Rangbestimmung grofiler Matrizen?)

Skalarprodukt: Definition + wofiir gut, Existenz, auch im Komplexen
. — <z,y>

Definition: cosy = Teal

Cauchy-Schwarz: —1 < cos <1

Unter welcher Abbildung bleibt das Skalarprodukt erhalten? (d.h. Winkel und Léngen: Or-
thogonale Abbildungen, mit orthogonalen Matrizen, detA = 1, Spaltenvektoren alle normiert
und senkrecht, d.h. Skalarprodukt ist 0)

Eigenwerte, -vektoren

Charakteristisches Polynom (Herleitung des Zusammenhangs)
Diagonalsierbarkeit, Triagonalisierbarkeit?

Beispiel: Endomorphismus ohne Eigenwert, (Drehung im R?)
Definition: Affiner Raum

Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen (Bsp. z+y+2=1undz+y+2=2-
geometrische Erklarung)

Projektive Geometrie?
Euklidische Geometrie? (Skalarprodukt, gemoetrische Bedeutung, Cauchy-Schwarz)

Orthogonale (unitéire) Endomorphismen?

Algebra und Zahlentheorie

Beweis: G abelsch und einfach = G = Z,
(Jede zyklische UG ist in Abelschen Gruppen NT = G ist zyklisch, weil nur die NT e, G)

Beweis: G einfache p-Gruppe = G = Z, (p-Gruppen haben nicht-triviales Zentrum = G =
Z(G), weil Z(G) Normalteiler.

Beweis: p-Gruppen haben nicht-triviales Zentrum
Wie lauten die Sylow-Sitze? (Beweisidee)
Was ist die Sylow-2-UG der S5?

Eine p-Gruppe operiert auf einer Menge und 148t ein Element fest. Wie zeigt man, dass noch
mindestens ein anderes Element festgelassen wird?

Struktursatz fiir endlich erzeugte Module {iber Hauptidealringen

Wie sehen halbeinfache Z-Moduln aus? (Jede ablesche Gruppe ist Z-Modul, einfach sind
die Z, mit p primt, also sind halbeinfach H = Z,, ® Zp, ® .... Bei endlich vielen direkten
Summanden ist H & Zp,.p,.....p,. , bel unendlich vielen ist H nicht zyklisch.)
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Definition, Beispiele: p-Gruppen, nicht-kommutative p-Gruppe, Symmetriegruppe des Qua-
drats mit Ordnung 8, Kommutativitit in p-Gruppen

Konstruktion von Korpern durch *#1/ k[e]f(z)> mit f(x) Minimalpolynom (warum sind das
Korper? MIR K[z] = Primideal k[z]f(x) ist maximal)

Endlichen Korper als Grundkérper nehmen Fs; und Minimalpolynom f(z) € Fs[z] finden mit
Grad 2 (Grad der Korpererweiterung = Grad des Minimalpolynoms)

Wieso gibt es in endlichen Kérpern zu jedem Grad irreduzible Polynome?
Primzahlen in Ringen?

Definition: Primideal

Beweis: P Primideal < £ Integral

Kann man in allen Ringen Primzahlen einfijhren? (Bsp. Euklidische Ringen (Def.), sonst?)
Isomorphiesitze

Multiplikative Funktionen

Eulersche p-Funktion

Chinesische Restsatz

Unendlichkeit von P mit Beweis (Euklid)

Primzahlen in Ringen

Restklassenkorper Z /Z,, warum nur fiir Primzahlen?

Definition: Addition/Multiplikation in Z/Z,? (Wohldefiniertheit, quadrat. Reste)
Hat x = 3(17) Losung?

Definition: Legendre-Symbol?

Definition: Quadratisches Reziprozititsgesetz
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